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Problema 1. Se considera punctele A, M si B pe o dreapta In aceasta ordine astfel incat
punctul M este mijlocul segmentului AB. Se considera punctele C' si D de aceeasi parte a
dreptei AB astfel incat unghiurile ACB si ADB au masura de 90°. Se stie ca suma masurilor
in grade a unghiurilor ZOBA si ZDAB este de 40°. Aflati masura unghiului ZCM D.

Solutie: Este clar ca punctele A, B;C' si D se afla pe semicercul de diametru AB care are
centru M. Avem ca suma masurilor arcurilor AC, CD si DB a cercului este de 180° de
grade. Dar arcul AC' are masura in grade egala cu dublul unghiului C'BA, analog si pentru
arcul DB. deci arcul C'D are masura egala cu 180° — 2 - 40° = 100°, care si este raspunsul.



Problema 2. Fie trei numere strict pozitive a, b, si c astfel Incat abc = 1.Gasiti maximul
expresiei:
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Solutie: Raspunsul este 1—?%, atins pentru @ = b = ¢ = 1. Vom arata ca fiecare fractie

este mai mica sau egala cu %, ce clar implica raspunsul. Intr-adevar, folosind inegalitatile
(a+b)? > 4ab si (c+ 1)* > 4c de exemplu, ce reies ambele din inegalitatea mediilor avem:
(a+0b)*(c+1)? > 4ab - 4c = 16. Aplicand inegalitatile analoage obtinem raspunsul.



Problema 3. Intr-un sistem de coordonate al unui plan sunt marcate toate punctele cu
coordonate intregi (punctele laticeale). Fiecare punct este colorat cu una din trei culori.
Aratati ca exista un dreptunghi cu 4 varfuri de aceeasi culoare.

Solutie: Consideram 4 linii verticale si toate punctele laticeale de pe ele. La fiecare inaltime
(coordonata y) consideram culorile punctelor. Cum 4 puncte pot fi colorate in 3 culori intr-
un unmar finit de modalitati, o sa fie doua Inaltimi la care aceste culori vor coincide. Sa
zicem ca la prima Tnaltime se intalneste de cel putin doua ori o culoare (ce neaparat trebuie
sa se intample caci avem 3 culori si 4 puncte). La a doua Inaltime aceasta culoare se va
intalni iar de 2 ori, si clar cele 4 puncte de aceasta culoare vor forma un dreptunghi.



Problema 4. Fie a, b si ¢ trei numere naturale nenule, pentru care consideram sirul in-
finit z, = (a + b+ ¢)" —a™ — b" — ¢". Sa se gaseasca in functie de a, b si ¢ respectiv
ged(xy, 3, x5, 7.....), unde cu ged a fost notat cel mai mare divizor comun.

Solutie: Notam acest divizor comun cu d. Initial vom arata ca d se imparte la (a + b)(a +
¢)(b + ¢). Intr-adevar, fie polinomul P(z) = (b + ¢)(z + b)(x + ¢) si polinomul P,(z) =
(x4+b+c)" —a™ —b" — " pentru n impar. Este clar ca P,(x) are toti coeficientii divizibili la
b+ ¢ si cum ambele radacini ale lui P(x) sunt si radacini ale lui P,(z), P(z) divide P,(z) ca
polinoame cu coeficienti intregi, deci P(a) divide P,(a), deci am aratat ca (a+b)(a+c)(b+c)
il divide pe d. La fel, cum (a + b+ ¢)® —a® — 0* — ¢® = 3(a + b)(a + ¢)(b + ¢), rdméane si
vedem daca d este (a +b)(a + ¢)(b+ ¢) sau (a + b)(a + ¢)(b+ ¢), si raspunsul este:

a)d= (a+b)(a+c)(b+c) daca a, b si ¢ sunt divizibile la 3 sau (a + b)(a + ¢)(b+ ¢) nu este
divizibil la $3.

b) d =3(a+b)(a+ c)(b+ c) altminteri.

Pentru solutiile din a) se verifica usor ca acesta este raspunsul, iar pentru solutiile din b avem

ca m nu este lelZlbll la 3.



